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Objectius

Aquest projecte inicia als alumnes de I'ESO a I'estudi dels conjunts de Voronoi, mitjancant els quals
els hi ajudi a desenvolupar la matematica computacional contextualitzada, a desenvolupar la
representacio grafica i I'expressié simbolica, a la utilitzacié de diferents eines informatiques, com a
estrategia integradora i d'aprenentatge de diferents conceptes matematics que es treballen
normalment en tres blocs separats (Geometria, Resolucié de Problemes i Probabilitat i Estadistica), i
també, a estudiar I'aplicacié d’aquests diagrames a casos practics, tot desenvolupant competéncies
basiques tals com: les competéncies comunicatives i linguistiques, aprendre I'Us d’eines i aplicacions
informatiques, el tractament de la informaci6 i competéncia digital, la competéncia matematica, la
competéncia d’aprendre a aprendre, 'autonomia i iniciativa personal i el coneixement i interaccié amb
el mon fisic. Totes aquestes competencies que cal assolir permetran que l'alumnat integri els
aprenentatges relacionats amb els conjunts de Voronoi i que s’hi pugui estudiar mitjangat aplicacios
informatiques la seva aplicacié de manera efectiva en situacions i contextos reals. Com a resultat, es
pretén potenciar el treball cooperatiu com una metodologia que permet ensenyar i avaluar per
competéncies.

Les activitats dissenyades en aquest projecte tenen una finalitat clara i amb un sentit i uns continguts
significatius per al nostre alumnat, i on ells han de resoldre una situacio diferent amb cada activitat
gue els fara actuar de manera conscient, critica i responsable.

Desenvolupament

Aquest projecte esta integrat dins d’'un curs de Moodle de l'Institut. Els alumnes amb els quals s’ha
realitzat I'activitat, tenen un nivell de 4t de 'ESO. Aquesta activitat es va portar a terme durant el
segon trimestre, durant les sessions que formen part del bloc de Geometria.

Fase teorica;

El concepte basic dels diagrames de Voronoi, explica la relaci6 de conéixer la influencia
gue realitzen determinats elements d'un conjunt sobre la resta dels elements del
mateix i la particié d'un area d'acord al principi del vei més proper. Es per aix0, que a la fase teorica
del projecte, per tal de poder entendre el concepte de diagrama o conjunt de Voronoi es van associar
conceptes basics relacionats com ara la proximitat, la pertinenca i la proporcié directa entre tots dos
conceptes. A més, es va relacionar amb d’altres conceptes matematics coneguts per I'alumne: espai,
regid, distancia, métrica, mediatriu, punt, objecte, area etc. Després, es va realitzar una breu recerca
bibliografica de l'autor d’aquests conjunts, el matematic rus Georgy Voronoi, i d'esdeveniments
investigats per altres cientifics relacionats amb aquests diagrames fins i tot abans de ser descoberts
per Voronoi.

Finalment en aquesta fase, s’han familiaritzat amb les eines informatiques utilitzades durant el
projecte que es detallen més endavant a lapartat de la fase practica.

Fase practica:

A la fase experimental, abans d'utilitzar les eines informatiques, els alumnes van analitzar el mon
d’aplicacions practiques possibles que tenien aquests diagrames: la localitzacié d’hospitals; el
manteniment d'antenes mobils; el tracat de camins rurals respectant I'ecosistema; I'elaboracié d’'una
xarxa local futurista intercentres de les escoles que utilitzan el Moodle com a plataforma educativa;
pel que fa a I'economia, la reduccié de costos de transport de mercaderies; la geolocalitzaci6 i les
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trajectories entre planetes; el cos de bombers poden tracar un cami de seguretat forestal; els
especialistes en estudi de mercat poden dissenyar un pla de marketing; al pilotatge d’helicopters
eficient suposa un important estalvi de combustible; I'estudi de la localitzacié dels centres escolars
més propers a les poblacions i urbanitzacions; I'estudi de I'impacte de les emissions de CO, dels
cotxes als boscos propers a les autopistes; gestid eficient d’'un servei emergencies; la reduiccié de
limpacte mediambiental de les plantes de residus properes a les zones poblades, etc. També, pel
que fa a la naturaleza, es podria controlar millor la fauna i la vegetacié autoctona protegida aixi com
els seus punts de concentraci6 i la seva epidemiologia; I'optimitzacié de rutes en entorns ambientals
protegits. A climatologia, es podria calcular la precipitacié per dia i per estacioé de I'any, millorant les
prediccions meteorologiques.

Una vegada estaven seleccionades les aplicacions més importants, els alumnes van realitzar
practiques amb el Geogebra de mosaics i tesel-lacions: van analitzar les caracteristiques i propietats
de les formes geometriques de dues i tres dimensions, desenvolupant relacions geométriques que
els hi ha permés investigar, descriure i raonar sobre els resultats de subdividir, combinar i transformar
formes. També, van aplicar transformacions i utilitzar simetria per analitzar situacions matematiques
tals com predir i descriure els resultats de lliscar, voltejar i girar formes bidimensionals. Van
reconeixer idees i relacions geometriques relacionades amb altres disciplines i altres problemes que
sorgeixen a classe o en la vida diaria.

A continuacio es detalla el seguit d’activitats practiques realitzades.
(Activitat 1: El Maresme en mapes)

Els alumnes van utilitzar el programari lliure anomenat Geogebra per a aplicar els diagrames de
Voronoi als mapes geografics de Catalunya:

http://mapes-maresme.ccmaresme.es/mapes.html.

Dins de l'apartat de I'ambit fisic, van estudiar els mapes relacionats amb el relleu, la geologia, la
hidrografia i el clima. Dins de l'apartat de I'ambit mediambiental, els alumnes van analitzar els
diagrames de Voronoi aplicats als mapes dels boscos, fauna, espais naturals protegits, tractament de
residus solids, abastament d’aigua i el tractamet d’aigies residuals. Pel que fa a de l'apartat de
I'ambit socioecondomic, els alumnes van estudiar els mapes d'articulacié dels territoris (comparacio de
la influencia que exerceix Matard sobre la resta de municipis comarcals); els mapes d'explotacio
forestal, d’'agricultura i pesca, de poblacié, d'activitat economica i les comunicacions viaries.
Finalment, dins de l'apartat historicocultural, els alumnes van estudiar els mapes de poblament
prehistoric, ibéric i roma; el mapa de I'epoca medieval, el mapa de les torres de guaita i el mapa de
I'arquitectura modernista.

(Activitat 2: tastet de programari de Diagrames de Voronoi)

Una vegada els alumnes van analitzar tots els mapes, es van utilitzar diferents programaris lliures i
de facil utilitzacio:
- “Google Planimeter”, una aplicacio gratuita de Google que també calcula arees.
- “Vorest”, una aplicacié gratuita que utilitza el diagrama de Voronoi com a eina d'investigacio
forestal per analitzar i predir la influencia de I'espai ocupat pels arbres en I'evolucié d'un bosc.
- “WVORO3D", és una aplicacié que permet la visualitzacié en tres dimensions de la estructura
de les proteines.
- “RATM”, és un applet que permet simular la relocalizacién d'antenes per a la millora d'una
xarxa de telefonia mobil.
- “Voronoi Google Maps”, és una aplicacié japonesa que permet dibuixar diagrames de Voronoi
directament en el Google Maps.
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(Activitat 3: Gestio de telefonia mobil)

Aquesta activitat es va plantejar als alumnes com a un problema geomeétric de distribucioé d'estacions
base de telefonia mobil en un espai bidimensional. Per mitja del Geogebra i un mapa del municipi de
Palafolls, es va suposar que els usuaris de telefon mobil estaven distribuits de forma uniforme en una
zoa d’'aquest mapa. Els alumnes havien de considerar que la clau del problema era que cada teléfon
mobil es connecta per radi amb I'antena més propera al lloc on es troba. A més, havien de tenir en
compte que cada antena tenia assignada una regi6 del planol a la qual prestava el servei. A més,
havien d’analitzar com eren aquestes regions i com quedava descompost el planol en funcié de la
posicié de l'antena que s'encarregava de la cobertura.

(Activitat 4: Disseny del cami segur d’un oleoducte)

Els alumnes han de fixar els punts més poblats d’'un mapa i dissenyar mitjancant el Geogebra un
possible oleoducte de forma segura. Aquest cami segur habia de maximitzar la distancia fins als
punts en qualsevol dels punts de la seva trajectoria, fent créixer cercles al voltant dels punts (al
mateix temps des de tots els punts) els quals representaven les zones segures per les quals no
podia passar el cami. A mesura que creixen els cercles es veu que el cami es restringeix i es fa més
poligonal. Quan els cercles s'ajunten o es topen amb el limit del rectangle es formen segments de
linia que son les mediatrius dels punts sobre els quals s'han fet créixer els cercles. En el limit els
segments formen un diagrama de Voronoi i un conjunt d'ells representen cadascun dels camins
possibles que es poden dissenyar.

(Activitat 5: Voronoi 3D)

Els alumnes van experimentar amb l'aplicacié Fracture Voronoi, la qual simula el trencament de
qualsevol cos geomeétric preservant el seu volum:
http://www.scriptspot.com/3ds-max/scripts/fracture-voronoi

També, van experimentar amb models de Voronoi creats amb el Google SketchUp, una aplicacio
gratuita en 3D de Google.

(Activitat 6: Distribucié de centres escolars en una ciutat)

Es planteja als alumnes el segtient problema:
En una ciutat existeixen 5 col-legis. A quina escola han d'anar els alumnes dels diferents barris de la
ciutat si el que es desitja és que vagin al col-legi més proper al seu habitatge?
Per resoldre aquest problema, anem a considerar primer un cas més senzill, amb sol 3 punts.
Considerem 3 punts en els planols A, B i C. La regié de Voronoi d'un d'ells és la part del planol més
propera a ell que als altres punts de partida. Calculem la regié de Voronoi corresponent al punt A.
En una plantilla, per parelles, els alumnes haurn de realitzar de forma iterativa aquests pasos:
— Primer pas:
Tracem la mediatriu del segment AB. Ens quedem amb el semipla dels punts més propers a A
que a B.
— Segon pas:
Tracem la mediatriu del segment AC. Ens quedem amb el semipla dels punts més propers a A
que a C.
— Tercer pas:
La intersecci6 dels 2 semiplans seleccionats és la regié de Voronoi del punt A.
— Quart pas:
Repeteix el procés amb els punts B i C i obtindras les tres regions de Voronoi.

(Activitat 7: Planta de residus quimics a Catalunya)

Considerem el problema de la instal-lacié d’'una planta de residus quimics a Catalunya. Es tracta
d’'una instal-lacié que comporta un risc i suposa un perill evident per a la poblacié en cas d’accident.
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Evidentment, ningl vol una instal-laci6 d’aquests tipus en la seva proximitat. Les autoritats
resposables decideixen que la seva localitzacifio geografica ha de ser el més allunyada possible de
gualsevol nucli urba la poblacifio del qual no pot superar els 30 mil habitants. Malgrat aixo, per motius
logistics, la seva construccié no es pot situar a zones massa allunyades de la civilitzacié, ja que els
costos de les ifraestructures serien insostenibles. El problema consisteix en trobar una localitzacié
geografica adient a la istal-lacié.

Els aspectes a discutir per part dels alumnes del problema son els seglents:

- Hem de localitzar els nuclis urbans de més de 30 mil habitants i hem de buscar una
localitzacié que es trobi el més allunyada d'ells, perd al seu torn que no es trobi aillada
d'aquests nuclis urbans per raons de comunicacions.

- Des del punt de vista geometric, cal localitzar el centre d'un cercle el radi del qual sigui el
més gran possible, de manera que no inclogui en el seu interior cap punt del conjunt que
formen els municipis amb més de 30 mil habitants.

- Per les propietats dels diagrames de Voronoi, sembla raonable buscar com a centre
d'aquest cercle maxim algun dels vertexs de les regions de Voronoi, ja que els punts de
les arestes equidisten dels punts veins generadors del diagrama. No obstant aixo, cal
tenir en compte també els punts d'interseccié de I'envolupant convexa amb les arestes de
les regions de Voronoi. Aixi, els candidats a ser centre son vértexs de Voronoi, punts
d'interseccio de les arestes de Voronoi i I'envolvent convexa.

Les activitats proposades amb Geogebra per tal de resoldre el problema van ser:

1. Esbrinar els municipis de Catalunya amb més de 30 mil habitants (cens el més
actualitzat possible)

2. Situar en el mapa cadascun d'aguests municipis amb un punt, considerant Barcelona i
la seva area metropolitana un Unic punt.

3. Dibuixar el diagrama de Voronoi d'aquest conjunt de punts.

4. Dibuixar lI'envolvent convexa d'aquest conjunt de punts.

5. Calcular la intersecci6 de les arestes del diagrama de Voronoi amb I' envolvent
convexa.

6. Determinar d'entre tots els candidats al centre del cercle buit maxim, aquell que
produeix el cercle de major radio

(Activitat 8: Scratch i diagrames de Voronoi)

Els alumnes va dissenyar un generador de diagrames de Voronoi a partir d'un ja fet i publicat:
http://scratch.mit.edu/projects/zdestefano70/2635274

Les instrucciones de Geogebra més utilitzades son: ArbolRecubrimientoMinimol[lista de puntos],
CierreConvexollista de puntos], Voronoi[lista de puntos], Delaunay[lista de puntos].

Els continguts curriculars relacionats son: llocs geométrics d’'un triangle, rectes, punts, arees de
poligons, resolucié de problemes, circumferéncies i les corbes.

Avaluacié

A partir de I'observacid realitzada a cada alumne, es van aplicar els items que es detallen a
continuaci6 per tal de realitzar I'avaluacio del projecte:

Criteris de Planificacio i Disseny
1. Creativitat i Disseny.
2. Us dels recursos (eines, materials i fonts d’informacio).
3. Competeéncia digital (aplicacions informatiques). Criteris d’Organitzacié
4. Autonomia personal.
5. Organitzacié de I'activitat de forma logica. Criteris Conceptuals
6. Coneixement dels conceptes matematics relacionats més elementals.
7. Coneixement dels conceptes matematics relacionats de més dificultat. Criteris d’'Interaccié
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8. Comunicacio oral (exposicio, debats).
9. Comunicacio6 escrita (esbocos, croquis, redaccio).
10. Treball en equip.

A més, es va avaluar el contingut elaborat per I'estudiant a partir de les eines d’avaluacié que ofereix
el Moodle.

Conclusions

Els alumnes van descobrir que els diagrames de Voronoi com a models geometrics sén molt
fascinants ja que es poden utilitzar gairebé per a descriure casi literalment tot: des de les xarxes de
telefonia celular fins a cristalls; a totes les escales des de quantums fins a matéria cosmica, fins i tot,
solids, cubs, tetraedres, etc. A més, aquest projecte ha permes interactuar a tots els estudiants
involucrats, fomentant la curiositat i el treball en equip. També, es va demostrar el potencial que
tenen les eines informatiques com a mitja d’aprenentatge i aprofundiment de conceptes matematics
aparentment molt abstractes, tot ajudant a 'alumne a entendre millor les relacions entre els punts de
'espai i a practicar tant el dibuix com la capacitat de concentracid. A més, els alumes van relacionar
els problemes reals amb continguts molt tedrics que a priori no tenien cap relacio.
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